
10 класс. Заключительный этап. 2024-2025. Ответы и решения 
 

МАТЕМАТИКА (10 класс) 

Заключительный этап  

Вариант 1 

1. Даны действительные числа   𝑎, 𝑏, 𝑐. Найдите минимальное значение выражения 

(10 + 𝑎 − 𝑏)2 + (2 + 𝑏 − 𝑐)2 + (3 + 𝑐 − 𝑎)2. 
(7 баллов) 

Ответ: 75. 

Решение: Обозначим 𝑥 = 10 + 𝑎 − 𝑏, 𝑦 = 2 + 𝑏 − 𝑐, 𝑧 = 3 + 𝑐 − 𝑎.  Заметим, что 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 15. По неравенству о средних имеем 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≥
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2

3
= 75. 

Отметим, что при   𝑎 =  0   , 𝑏 =  5  , 𝑐 = 2      достигается граница и выполняется равенство 

(10 + 𝑎 − 𝑏)2 + (2 + 𝑏 − 𝑐)2 + (3 + 𝑐 − 𝑎)2 = 75. 
 

2. Для квадратного трехчлена 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 с целыми коэффициентами выполнено 

неравенство    𝑓(𝑥) ≥ −
9

10
   для всех действительных 𝑥.   Докажите, что для всех 

действительных  𝑥  выполнено 𝑓(𝑥) ≥ −
1

4
 .                                                                        (7 баллов) 

Решение:  Квадратный трехчлен    𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 +
9

10
  не имеет двух действительных корней, 

следовательно, его дискриминант не положителен, то есть 𝑎2 − 4 (𝑏 +
9

10
) ≤ 0.  Откуда 

следует, что   𝑎2 − 4𝑏 ≤
36

10
.   

Предположим теперь, что неравенство 𝑓(𝑥) ≥ −
1

4
  не выполнено для некоторого 

действительных  𝑥. Следовательно, квадратный трехчлен    𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏 +
1

4
   имеет два 

действительных корня, тогда  его дискриминант  положителен, то есть 𝑎2 − 4 (𝑏 +
1

4
) > 0. 

Откуда следует, что   𝑎2 − 4𝑏 > 1.   

 Поскольку число   𝑎2 − 4𝑏 является целым и удовлетворяет неравенствам выше, а 

именно   1 < 𝑎2 − 4𝑏 ≤
36

10
,   то оно может быть равным 2 или 3, но это невозможно, так как 

число   𝑎2 − 4𝑏 может давать остатки 0 или 1 при делении на 4.  Пришли к противоречию. 

Следовательно, неравенство  𝑓(𝑥) ≥ −
1

4
  выполнено для всех действительных  𝑥. 

 

3. Дана арифметическая прогрессия  𝑎1 = 25,  𝑎2,  𝑎3, … , 𝑎2025 = 625. 

Вычислите          
1

√𝑎1+√𝑎2
+

1

√𝑎2+√𝑎3
+ ⋯ +

1

√𝑎2024+√𝑎2025
 .                                     (7 баллов) 

Ответ:   𝟔𝟕
𝟕

𝟏𝟓
. 

Решение:     Найдем разность прогрессии    𝑑 =
625−25

2025−1
=

600

2024
=

75

253
.  

Домножив числитель и знаменатель на сопряженное выражение, получим 

1

√𝑎1 + √𝑎2

+
1

√𝑎2 + √𝑎3

+ ⋯ +
1

√𝑎2024 + √𝑎2025

=
√𝑎2 − √𝑎1

𝑑
+

√𝑎3 − √𝑎2

𝑑
+ ⋯ +

√𝑎2025 − √𝑎2024

𝑑
= 

=
√𝑎2025 − √𝑎1

𝑑
=

253(25 − 5)

75
=

253 ∙ 20

75
=

1012

15
= 67

7

15
. 
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4. Даны многочлены   𝑃(𝑥) = 𝑥6 + 𝑥5 − 4𝑥4 + 𝑥2 − 𝑥 + 50   

                            и    Q(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥3 − 4𝑥2 + 1. 
Найдите сумму  𝑃(𝑥1) + 𝑃(𝑥2) + 𝑃(𝑥3) + 𝑃(𝑥4), где 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 − корни Q(𝑥).          (7 баллов) 

Ответ: 201. 

Решение: Заметим, что 𝑃(𝑥) = 𝑥2Q(𝑥) − 𝑥 + 50.  

Учитывая, что   Q(𝑥1) = Q(𝑥2) = Q(𝑥3) = Q(𝑥4) = 0, получим 

                       𝑃(𝑥1) + 𝑃(𝑥2) + 𝑃(𝑥3) + 𝑃(𝑥4) = −(𝑥1 +  𝑥2 +  𝑥3 +  𝑥4) + 200. Осталось 

заметить, что по теореме Виета величина −(𝑥1 +  𝑥2 +  𝑥3 +  𝑥4) равна коэффициенту при 

𝑥3 многочлена Q(𝑥). 
Таким образом, имеем 𝑃(𝑥1) + 𝑃(𝑥2) + 𝑃(𝑥3) + 𝑃(𝑥4) = 1 + 200 = 201. 

  

 

5. Через вершину 𝑀 некоторого угла, проведена окружность, пересекающая стороны угла в 

точках 𝑁 и  𝐾, а биссектрису этого угла ⎯ в точке 𝐿. Найдите сумму длин отрезков 𝑀𝑁 и  𝑀𝐾, 

если площадь  𝑀𝑁𝐿𝐾  равна  81,  а угол 𝐿𝑀𝑁 равен 30°.                                                 (7 баллов) 

 

Ответ: 𝟏𝟖√𝟑
𝟒

. 
Решение:  

Пусть 𝐿𝑃 и 𝐿𝑄 − перпендикуляры  к  𝑀𝑁 и  𝑀𝐾 соответственно. 

Точка L лежит на биссектрисе угла и следовательно  

равноудалена от сторон угла, а значит 𝐿𝑃 = 𝐿𝑄. 

Прямоугольные треугольники  𝑁𝑃𝐿  и  𝐿𝑄𝐾 равны (по катету и 

гипотенузе), а также равны прямоугольные треугольники  𝑀𝑃𝐿  и  

𝑀𝑄𝐿 (аналогично, по катету и гипотенузе). 

С одной стороны, 

𝑀𝑁 + 𝑀𝐾 = 𝑀𝑃 + 𝑃𝑁 + 𝑀𝐾 = 𝑀𝑃 + 𝐾𝑄 + 𝑀𝐾
= 𝑀𝑃 + 𝑀𝑄 = 2𝑀𝑃. 

С другой стороны,  

81 = 𝑆𝑀𝑁𝐿𝐾 = 𝑆𝑀𝑃𝐿 + 𝑆𝑀𝑄𝐿 = 2𝑆𝑀𝑃𝐿 = 𝑀𝑃 ∙ 𝑃𝐿 = 𝑀𝑃2 ∙ tg30° =
𝑀𝑃2

√3
 ⇒ 𝑀𝑃 = 9√3

4
. 

 Таким образом, имеем     𝑀𝑁 + 𝑀𝐾 = 2𝑀𝑃 = 18√3
4

. 
 

 

Критерии оценивания приведены в таблице: 

 

Баллы Критерии оценивания 

7 Полное обоснованное решение. 

6 Обоснованное решение с несущественными недочетами. 

5-6 Решение содержит незначительные ошибки, пробелы в обоснованиях, но в целом верно и может стать 

полностью правильным после небольших исправлений или дополнений. 

4 Задача в большей степени решена, чем не решена, например, верно рассмотрен один из двух (более 

сложный) существенных случаев.  

2-3 Задача не решена, но приведены формулы, чертежи, соображения или доказаны некоторые 

вспомогательные утверждения, имеющие отношение к решению задачи. 

1 Задача не решена, но предпринята попытка решения, рассмотрены, например, отдельные (частные) 

случаи при отсутствии решения или при ошибочном решении.  

0 Решение отсутствует, либо решение не соответствует ни одному из критериев, перечисленных выше. 

 


